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1 椭圆型问题解的存在唯一性

本章在 Hk(Ω)
△
= W k

2 (Ω) 即这样一个 Hilbert 空间中讨论之前第一章就

涉及变分问题 (抽象形式).

(W )Find u ∈ V, s.t. a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V

首先介绍一些泛函分析中的基本内容:

Definition 1. (1) 线性泛函 L: H(Hilbert 空间)→ R, L(αu + βv) =

αLu+ βLv. L 称为有界的, 如果 ∃C > 0, L(v) ≤ C||v||H , ∀v ∈ H.

(2)H’ := {H 上的有界线性泛函}. 其上可定义范数: ||L||H′ :=

sup
0 ̸=v∈H

|L(v)|
||v||H

.

(3) 双线性函数 a(·, ·): H × H → R. a(αu + βv, w) = αa(u,w) +

βa(v, w), a(u, αv + βw) = αa(u, v) + βa(u,w)

Note. 线性泛函 L 连续 ⇔ L 有界. 另外, 上述 L 由线性泛函改为线性算

子 (取值范围只要求为一个线性空间) 也是差不多的 □
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有关双线性函数的两个重要性质:

Definition 2.

(1) 连续性 (有界性): ∃C > 0, s.t. |a(u, v)| ≤ C||u||H ||v||H
(2) 强制性 (椭圆性): ∃α > 0, s.t. a(u, u) ≥ α||u||2H

我们下面将给出抽象变分问题的解的存在唯一性定理, 为此先给出一

个经典的引理

Theorem 1. (压缩映射原理) V: Banach 空间. 算子 T : V → V 满

足 ||Tv1 − Tv2|| ≤ M ||v1 − v2||,常数 M 满足0 ≤ M < 1 . 则存在唯一

u ∈ V s.t. Tu = u

下面的抽象变分问题的解的存在唯一性定理 (Lax-Milgram 定理) 是本

章中最核心的结果

Theorem 2. 设 V ⊂ H,F ∈ V ′ . 如果双线性泛函 a(·, ·) 满足连续性

和强制性, 那么抽象变分问题 (W) 存在唯一解

Proof. 给定 u ∈ V , 定义泛函 Au : V → V ′, Au(v) = a(u, v) . 可知 Au 是

线性有界算子 (且有 ||Au||V ′ ≤ C||u||V ). 进一步, A : u 7→ Au 也是有界线

性算子.

令 τ : V ′ → V 为一个这样一个映射: 对 F ∈ V ′, F (v) = (τF, v) . 不难

证明 τ 是一个线性有界算子 (且有 ||τF ||V = ||F ||V ′)

此时,原先抽象变分问题 (W)存在唯一解,当且仅当Au(v) = L(v), ∀v ∈

H 存在唯一解, 当且仅当 τ(Au) = τ(L) 存在唯一解

下面就考虑对该问题使用压缩映射原理. 定义算子 T : V → V, Tv =
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v − ρ(τAv − τL) , 其中 ρ 是一个待定正常数. 我们可以通过说明 T 是一个

压缩映射来完成证明.

||Tv1 − Tv2||2 = ||v1 − v2− ρτA(v1 − v2)||2

令 v = v1 − v2
========== ||v − ρτAv||2

= ||v||2 − 2ρ(v, τAv) + ρ2||τAv||2

= ||v||2 − 2ρa(v, v) + ρ2||τAv||2

≤ ||v||2 − 2ρα||v||2 + ρ2C2||v||2

= (1− 2ρα + ρ2C2)||v||2

取 ρ = α
C2 , 则有

||Tv1 − Tv2||2 ≤ (1− α2

C2
)||v1 − v2||2

||Tv1 − Tv2|| ≤
√

1− α2

C2
||v1 − v2||

因此说明了 T 为压缩映射, 因而存在唯一不动点, 即 ∃u ∈ V s.t.

Tu = u− ρ(τAv − τL) = u

从而

τAu = τL

□

对于变分问题的有限元形式, 由于 Vh ⊂ V , 因此也有解的存在唯一性.
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另外, 由双线性形式的强制性可以推出有限元方法中刚度矩阵 A 的正定性:

α||v||2 ≤ a(v, v) = a(
∑
i

viϕi,
∑
j

vjϕj)

=
∑
i

∑
j

a(ϕi, ϕj)vivj

= ηTAη, η = (vi)
T

于是 ηTAη ≥ 0 且 ” = ” ⇐⇒ η = 0

Note. 除了抽象变分问题, 也有如第一章提到的抽象极小化问题, 但必须

在双线性函数具有对称性时方可定义. 借助于 Riesz 表示定理, 可证明极小

化问题在对称双线性泛函具有连续和强制性时解存在唯一.

不过, 极小化问题适用范围比变分问题窄 (a(·, ·) 很多情况并不对称),

后续不再用到, 这里就从略了 □

2 抽象变分问题误差估计

当双线性泛函 a(·, ·) 满足连续和强制性时, 有如下误差估计式

Theorem 3. (Cea 引理) 抽象变分问题 (W ) 的解 u 与离散抽象变分

问题 (Wh) 解 uh, 满足

||u− uh||V ≤ C

α
inf
v∈Vh

||u− v||vh
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Proof. 首先易得误差方程: a(u− uh, v) = 0, ∀v ∈ Vh . 之后,

α||u− uh||2 ≤ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− v + v − uh), ∀v ∈ Vh

= a(u− uh, u− v) (利用误差方程)

≤ C||u− uh||||u− v||

因此

||u− uh|| ≤
C

α
inf
v∈Vh

||u− v||vh

□

3 能量范数

当 a(·, ·) 是对称双线性函数时, 定义内积

(u, v)E := a(u, v).

它诱导出

||u||E =
√

(u, u)E

称为能量范数.

利用误差方程, 不难得到

||u− uh||E ≤ inf
v∈Vh

||u− v||E

即: 有限元解 uh 是 u 在 Vh 能量范数意义下的最佳逼近. 由 Hilbert 空

间理论知: uh 是 u ∈ V 在子空间 Vh 上的正交投影 (能量内积意义下)
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4 一些例子

首先给出一个关于变分空间 V 选取的简单例子

Example 1. 二维 Poisson 方程 Dirichlet 边值问题−∆u = f, (x, y) ∈ Ω ⊂ R2

u|Γ = 0

其变分问题为: 取 V = H1
0 (Ω) : H1中有紧支撑的光滑函数集的闭包,

令

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdx, L(v) =

∫
Ω

fvdx

变分问题为:

(W )Find u ∈ V s.t. a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V.

至于 Neumann 边值问题, 此时的 V 取为 H1(Ω) 即可

下面这个例子是一个完整的从原问题导出变分问题再说明解存在唯一

性的分析过程
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Example 2. (Johnson 2.3 题)
d4u

dx4
= f, x ∈ (0, 1)

u(0) = u′′(0) = u′(1) = u′′′(1) = 0

导出变分问题: ∫ 1

0

fvdx =

∫ 1

0

d4u

dx4
vdx

= −
∫ 1

0

d3u

dx3

dv

dx
+ v

d3u

dx3
|10

需要v(0)=0
=========
已有u′′′(1)=0

−
∫ 1

0

d3u

dx3

dv

dx
dx

=

∫ 1

0

d2u

dx2

d2v

dx2
dx+ u′′v′|10

需要v′(1)=0
=========
已有u′′(0)=0

∫ 1

0

d2u

dx2

d2v

dx2
dx

因此, 令 V = {v ∈ H2(Ω) : v(0) = v′(1) = 0} . (Ω = (0, 1)) 变分问题:

(W )find u ∈ V, s.t. a(u, v) = L(v)

其中

a(u, v) =

∫ 1

0

d2u

dx2

d2v

dx2
dx

L(v) =

∫ 1

0

fvdx
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Example 3. (接上例) 我们继续来证明变分问题解的存在唯一性.

为此, 想证明 a(·, ·) 是连续且强制的双线性泛函, 同时 L(·) 是有界线

性泛函. a 双线性显然, 下验证

(i) a 连续:

a(u, v) ≤ |u|H2(Ω)|v|H2(Ω) ≤ ||u||H2(Ω)||v||H2(Ω)

(ii) a 强制: 首先, 由 v ∈ V 时 v′(1) = 0 有 v′(x) =
∫ x

1
v′′(x)dx. 从而

|v′| ≤
∫ 1

0

|v′′(x)|dx ≤ ||1||L2(Ω)||v′′||L2(Ω)

进而, 易得 ||v′||L2(Ω) ≤ ||v′′||L2(Ω). 同理, 我们也可以证明 ||v||L2(Ω) ≤

||v′||L2(Ω). 从而

a(v, v) =

∫ 1

0

(v′′)2dx ≥ 1

3

∫ 1

0

(v2 + (v′)2 + (v′′)2)dx =
1

3
||v||2H2(Ω)

(iii) L 线性是显然的, 只用证明有界:

|L(v)| ≤
∫ 1

0

|fv|dx ≤ ||f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) ≤ ||f ||L2(Ω)||v||H2(Ω).

即 ||L||V ′ ≤ ||f ||L2(Ω).

综上, 由 Lax-Milgram 定理就得到变分问题解的存在唯一性.
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