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本章的目的, 是要构造 (有限维的) 有限元空间 Vh ⊂ V 去逼近解空间.

在第一章中, 我们已经看到对一维模型问题, Vh 一种取法为分片线性函数空

间. 而在这一章中, 我们考虑对不同类型的单元, 用更多样化的方式进行有

限元空间的选取.

1 Ciarlet 关于有限元的定义

Definition 1. 称 (K,P ,N ) 是一个有限元 (finite element), 如果

(i) 单元区域 K ⊆ Rn 是一个有界闭集, 具有非空的内部, 以及分片光

滑的边界

(ii) 形函数空间 P 是一个 K 上的有限维函数空间

(iii) 结点变量 (结点基) N = {N1, ..., Nk} 是 P ′ 的一组基

Definition 2. 设 (K,P ,N ) 是一个有限元, 与 N 相对偶的 P 中的

基 Φ = {ϕ1, ..., ϕk} (i.e.Ni(ϕj) = δij) 称为单元基函数

Note. 显然, P ′ 一组结点 {Ni}ni=1 为基当且仅当 P 中相对偶的这组函数
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{ϕi}ni=1(i.e.Ni(ϕj) = δij) 为基 □

Example 1. (1 维 Lagrange 线性元) 令 K =[0, 1], P : 分片线性多项

式空间, N = {N1, N2}满足N1(v) = v(0), N2(v) = v(1), ∀v ∈ P . 可知

(K,P ,N ) 是一个有限元. 并且单元基函数为 ϕ1(x) = 1− x, ϕ2(x) = x.

下面这个定理是一个验证结点基或者单元基函数的很有用的定理

Theorem 1. 设 P 是一个 d维线性空间, {N1, ..., Nd}是对偶空间 P ′

的一个子集. 那么 {N1, ..., Nd}是 P ′ 的基⇐⇒如果 Ni(v) = 0 for i =

1, ..., d 则 v ≡ 0

Proof.

(=⇒) 设 {N1, ..., Nd} 为结点基, 那么 {ϕ1, ..., ϕd} 是形函数空间的基.

将 v 在基函数下展开:

v =
∑
j

vjϕj

则

Ni(
∑
j

vjϕj) =
∑
j

vjNi(ϕj) = vi = 0 ⇒ v ≡ 0

(⇐=) 设 {ϕ1, ..., ϕd} 是 d 维形函数空间的一组基. 将 v 在基函数下展

开:

v =
∑
j

vjϕj

Ni(v) =
∑
j

Ni(ϕj)vj = 0, ∀i = 1, ..., d

写成矩阵形式:

Bv̂ = 0, 其中Bij = Ni(ϕj), v̂ = (vj)
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该矩阵方程仅有零解, 因此矩阵 B 可逆.

设 ∑
j

Njαj = 0

代入 v = ϕi, ∑
j

Nj(ϕi)αj = 0, i = 1, ..., d

即

BT α̂ = 0, α̂ = (αj)

由于 B 可逆可知 α̂ 只能为 0, 因此 {N1, ..., Nd} 为结点基 □

2 一维问题有限元

一维情形的单元性状就是一个区间, 我们考虑 Lagrange 线性元和二次

元, 以及 Hermite 元几种情形下的单元基函数
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Example 2. (Lagrange 线性元) 这种情况我们已经十分熟悉, 标准

单元 ([0, 1]) 基函数 (也称形函数) 如下:

ψ0(ξ) =

1− ξ, ξ ∈ [0, 1]

0, else
ψ1(ξ) =

ξ, ξ ∈ [0, 1]

0, else

插值解: uh(ξ) = u0N
0(ξ) + u1N

1(ξ), 其中 u0 = uh(0), u1 = uh(1)

在实际单元 Ij = [xj−1, xj] 上, 利用 ξ =
x−xj−1

xj−xj−1

ψ0
j (x) = ψ0(

x− xj−1

xj − xj−1

) ψ1
j (x) = ψ1(

x− xj−1

xj − xj−1

)

插值解: uh(x) = uj−1N
0(

x−xj−1

xj−xj−1
) + ujN

1(
x−xj−1

xj−xj−1
) 这里是 uj−1 =

uh(xj−1), uj = uh(xj)

Example 3. (Lagrange 二次元) 在此, 二次多项式有三个系数, 需要

三个结点函数值以确定. 在标准单元上取 0, 1
2
, 1 作为三个结点. 我们

通常选取的 Lagrange 基函数要求在一个结点为 1 而其余结点为 0. 首

先考虑结点 0 相对应的基函数 N0: 它在 1/2, 1 处为 0, 因此设

N0(ξ) = C(ξ − 1

2
)(ξ − 1)

结合 N0(0) = 1 知 C = 2, N0(ξ) = (2ξ − 1)(ξ − 1). 同理

N 1
2
(ξ) = 4ξ(1− ξ) N1(ξ) = ξ(2ξ − 1)

插值解 uh(ξ) = u0N0(ξ) + u 1
2
N 1

2
(ξ) + u1N1(ξ)

在实际单元 Ij = [xj−1, xj] 上, 利用 ξ =
x−xj−1

xj−xj−1
即可得实际单元基函

数和插值解
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Note. 一维情形下标准单元上二次形函数画在一张图上如下.

假定 I = [0, 1] 细分为 0 = x0 < x1 < · · · < xN+1 = 1, 不难想象

Lagrange 二次元下的全局基函数为: {ϕj}2N+1
j=1 .

ϕj(x) =


N1(

x− xj−1

xj − xj−1

), x ∈ [xj−1, xj]

N0(
x− xj
xj+1 − xj

), x ∈ [xj, xj+1]

0, else

ϕj− 1
2
(x) =


N 1

2
(
x− xj−1

xj − xj−1

), x ∈ [xj−1, xj]

0, else

类似的, 一维情形更高次元的全局基函数也大致会是这么个意思 □
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Example 4. (Hermite 元) Hermite 插值是要求多项式在结点上取给

定函数和导数值 (i.e. 每个结点自由度为 2). 每个单元共有 4 个自由

度, 可以确定一个三次多项式.

在标准单元上, 我们要求四个基函数 N
(j)
i 满足: N (0)

i 在一个结点函数

值为 1, 另一个为 0, 且导数值在两结点均为 0. N (1)
i 则要求一个结点

导数值为 1, 另一个为 0, 且函数值在两结点均为 0.

首先求 N
(0)
0 : 它在 1处函数和导数均为 0,因此 1是一个二重零点,设

N
(0)
0 (ξ) = (1− ξ)2(aξ + b).

之后利用 0处函数值为 1, 1处导数值为 0就可得N
(0)
0 = (1−ξ)2(2ξ+1)

, 同理可求出

N
(1)
0 (ξ) = (1− ξ)2ξ

N
(0)
1 (ξ) = ξ2(3− 2ξ)

N
(1)
1 (ξ) = −(1− ξ)ξ2

其上插值解 uh(ξ) = u0N0(ξ) + u1N1(ξ) + u
(1)
0 N

(1)
0 (ξ) + u

(1)
1 N

(1)
1 (ξ)

实际单元 Ij = [xj−1, xj] 上的插值解:

uh(x) = uj−1N0(
x− xj−1

xj − xj−1

) + u1N1(
x− xj−1

xj − xj−1

)

+ u
(1)
0 (xj − xj−1)N

(1)
0 (

x− xj−1

xj − xj−1

) + u
(1)
1 (xj − xj−1)N

(1)
1 (

x− xj−1

xj − xj−1

)

Note. Hermite 元常用于一些要求有限元解光滑性较高的情况. 比如广义

解空间 V = H2(Ω) 下, 因为 H2 ⊂ C1 , 我们就选用 Hermite 元 (确保有限

元解 uh ∈ Vh ⊂ V 的连续可微性). □
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3 二维矩形单元有限元

二维的矩形单元可以说是一维区间的直接推广, 其形函数一般可用一

维形函数通过张量积形式导出.

首先, 任一矩形单元通过变换可以转化为标准的方形单元 [−1, 1]2

(x0, y0)

(x1, y1) (x2, y2)

(x3, y3)(x4, y4)

x

y

ξ = 2(x−x0)
x2−x1

η = 2(y−y0)
y2−y1

(−1, 1) (1,−1)

(1, 1)(−1, 1)

ξ

η

另外, 引入两个常用记号

Definition 3.

P k :多项式的次数不超过 k

Qk :多项式每个方向次数不超过 k

Note. 后面我们如果说用线性 (二次, 三次) 指的就是 P k 元, 如果说用双

线性 (双二次, 双三次) 指的就是用 Qk 元. □
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Example 5. (Lagrange 矩形双线性单元形函数) 双线性多项式有四

个待定系数 (uh(x, y) = a1 + a2x + a3y + a4xy), 因此考虑用四个结点

函数值进行插值. 显然就取四个顶点就行. 在一维情形单元 [−1, 1] 上

的形函数为:

L−1(ξ) =
1

2
(1− ξ), L1(ξ) =

1

2
(1 + ξ)

在二维标准单元 [−1, 1]2 上的形函数用张量积形式导出:

N−1,−1(ξ, η) = L−1(ξ)L−1(η) =
1

4
(1− ξ)(1− η)

N1,−1(ξ, η) = L1(ξ)L−1(η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η)

N1,1(ξ, η) = L1(ξ)L1(η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η)

N−1,1(ξ, η) = L−1(ξ)L1(η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η)

插值解: uh(ξ, η) = u1N1 + u2N2 + u3N3 + u4N4, 其中 ui, i = 1, 2, 3, 4

是各结点处函数值

Example 6. (Lagrange 矩形双二次单元形函数) 双二次多项式有

9(3 × 3) 个待定系数, 用 9 个结点: 四个顶点 + 各边中点 + 形心. 在

一维单元 [−1, 1] 上二次形函数为:

L−1(ξ) =
1

2
ξ(ξ − 1), L0(ξ) = (1 + ξ)(1− ξ), L1(ξ) =

1

2
ξ(ξ + 1)

在二维单元 [−1, 1]2 上的形函数可以类似上例用张量积形式得出
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Example 7. (Lagrange 矩形双二次元插值的唯一可解性和连续性)

(1) 验证插值唯一可解性: 即是说由 9 个插值结点函数值唯一确定了

插值解函数 uh ∈ Q2), 也就是验证 9 个形函数构成单元上双二次多项

式空间的一组基, 由定理 1 也相当于验证当单元的各结点处函数值都

为 0 时, 插值解 uh 在单元上恒为 0. 我们在标准单元上进行验证就可

以了.

首先, 在 ξ = 1 这条边上, 函数 uh 是关于 η 的二次函数, 由于在边

上三个不同结点均为 0 可知 uh 含有因子 (1 − ξ). 同理, uh 还含有

(1 + ξ), (1− η), (1 + η). 设

uh = C(1 + ξ)(1− ξ)(1 + η)(1− η) ∈ Q2

由 uh(0, 0) = 0 可知 C = 0 , 故 uh ≡ 0.

(2) 验证连续性, 这里只需要验证在公共边界上的解连续性即可. 通常

来说, 我们可以验证: 给定(x0, y0) ∈ ∂Ω, 当点列 {(xn, yn)} → (x0, y0)

时, 解 u(xn, yn) → u(x0, y0).

由于这里在左右单元上分别具有连续性, 不难发现我们其实只需要验

证左右单元上的插值解 u1, u2 在公共边界上取相同值就可以了. (此

时, {u(xn, yn)} 根据每一点总处在两个区域其中一个所划分的两个子

列都收敛到同一个值, 自然 {u(xn, yn)} 收敛). 其实这样就把问题化归

到一维情形二次多项式 3 结点插值唯一可解性上了, 连续性自然得证.

Note. 我们还可以对上述矩形单元双二次元插值稍作改变, 令插值解为

uh(ξ, η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξ
2 + a5ξη + a6η

2 + a7ξ
2η + a8ξη

2, 相应的结点

扣去形心那一个. 我们也可以用因子分解手法导出形函数, 另外这样插值出

的解也是唯一确定并且连续的 □
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Example 8. (Hermite 矩形双三次单元形函数) 标准单元 K̂ =

[−1, 1]2. 采用四个顶点, 每个顶点有四个自由度: 函数值, 两个偏导数,

混合偏导数. 因此单元共有 16个自由度, 故用双三次多项式进行插值.

之前我们已经讨论一维 Hermite 三次插值基函数因子分解的求法, 直

接给出区间 [−1, 1] 上的 Hermite 基:

L
(0)
−1(ξ) =

1

4
(ξ − 1)2(ξ + 2) L

(1)
−1(ξ) =

1

4
(ξ − 1)2(ξ + 1)

L
(0)
1 (ξ) =

1

4
(ξ + 1)2(−ξ + 2) L

(1)
1 =

1

4
(ξ + 1)2(ξ − 1)

矩形单元 Hermite 基 {N (k,l)
i,j } 可以用张量积得到, 例如:

N
(0,0)
−1,−1(ξ, η) = L

(0)
−1(ξ)L

(0)
−1(η) N

(0,1)
−1,−1(ξ, η) = L

(0)
−1(ξ)L

(1)
−1(η)

N
(1,0)
−1,−1(ξ, η) = L

(1)
−1(ξ)L

(0)
−1(η) N

(1,1)
−1,−1(ξ, η) = L

(1)
−1(ξ)L

(1)
−1(η)

Note. 插值解的存在唯一性 (标准单元 [−1, 1]2 上看): 设结点处函数值,

偏导和混合偏导均为 0. 首先, 在右边界 ξ = 1 上时关于 η 的三次多项式,

且在两个结点处关于 η 的函数和偏导数均为 0, 从而 uh|ξ=1 ≡ 0, 则含有因

子 (1− ξ), 同理含有 (1 + ξ), (1− η), (1 + η) . 设

uh(ξ, η) = C(ξ, η)(1− ξ2)(1− η2),其中C(ξ, η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξη

u
(1,1)
h (ξ, η) = a4(1− ξ2)(1− η2) + (a1 + a2ξ + a3η + a4ξη)4ξη
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由于 u
(1,1)
h (±1,±1) = 0, 可得如下方程组:

a1 + a2 + a3 + a4 = 0

a1 + a2 − a3 − a4 = 0

a1 − a2 + a3 − a4 = 0

a1 − a2 − a3 + a4 = 0

易得 a1 = a2 = a3 = a4 = 0 , 从而 uh ≡ 0

连续可导性只需注意到在公共边界上函数及偏导数取值的唯一确定性

即可 □

4 二维三角单元有限元

三角形单元这里我们为表示方便引入面积坐标:

(x1, y1) (x2, y2)

(x3, y3)

λ1λ2

λ3

λ1 + λ2 + λ3 = 1

x1λ1 + x2λ2 + x3λ3 = x

y1λ1 + y2λ2 + y3λ3 = y

右侧的等式给出了面积坐标 (λ1, λ2, λ3) 和实际坐标 (x, y) 的对应关系.
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Example 9. (Lagrange 三角形二次形函数) P 2 元有 6(1+2+3) 个待

定系数, 因此用 6 个结点的函数值, 自然就用 3 个顶点以及各边中点.

1 2

3

45

6

N1(λ1, λ2, λ3) = 2λ1(λ1 −
1

2
)

N2(λ1, λ2, λ3) = 2λ2(λ2 −
1

2
)

N3(λ1, λ2, λ3) = 2λ3(λ3 −
1

2
)

N4(λ1, λ2, λ3) = 4λ2λ3

N5(λ1, λ2, λ3) = 4λ3λ1

N6(λ1, λ2, λ3) = 4λ1λ2

说一下上述基函数的求法:

首先对 N1(λ1, λ2, λ3), 由于它在结点 3, 4, 2 处均为 0, 因此含有因子

λ1. 结合在 5, 6 结点为 0, 以及在 1 结点为 1 利用下待定系数法求出

N1 表达式.

另外对 N4(λ1, λ2, λ3),它在 1, 5, 3结点为 0,则含有因子 λ2 ,在 1, 6, 2

结点为 0, 则含有因子 λ3, 结合在 4 结点函数值为 1, 可得 N4 表达式

最后, 插值解的存在唯一性和连续性均很好验证

Note. 补充一个: Lagrange 三角单元三次元方法, P 3 可知需要 10 个结点

函数值. 结点选取为: 三个顶点 + 每条边上三等分点 + 形心. 单元基函数

的确定以及插值的唯一可解性和连续性都不难分析得出.

三角形单元 Hermite 元的计算较为麻烦, 在此略去. □

最后, 顺便提一下三维有限元构造. 对六面体, 标准单元为 [−1, 1]3. 类

比矩形单元, 仍用张量积可以构造 Q1, Q2 等空间上的基函数. 而对四面体,

它可以类比三角形单元, 引入体积坐标 (λ1, λ2, λ3, λ4) . 不多赘述.
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A 等参元简介

注: 该部分内容仅为一点补充介绍内容, 不看也行.

等参数单元（简称等参元）是通过对单元几何形状和单元内的参变量

函数采用相同数目的节点参数和相同的形函数进行变换而设计出来的。

等参元的基本思想是首先在局部坐标系中定义一个规整形状的单元

(母单元)，然后通过坐标变换，将母单元在总体坐标系中映射成实际网格

划分的曲边或曲面单元。如果子单元的位移函数插值结点数与其位置坐标

变换结点数相等，且其位移函数插值公式与位置坐标变换式都用相同的形

函数与结点参数进行插值，则称其为等参元。

等参元能很好地适应曲线边界和曲面边界，准确地模拟结构形状, 是有

限元程序中主要采用的单元形式 (我们之前用的如矩形通过 x = x(ξ, η), y =

y(ξ, η) 变换到标准单元 (ξ, η) ∈ [−1, 1]2 当然也属于是, 不过实际中四边形

单元性状未必能像矩形这样方方正正)

上面说的比较抽象, 更详细具体的内容见知乎: 有限元中的等参单元

另外, 老师做的”chap5-ppt” 展示图示了各种有限元, 也可以参考
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