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本章我们考虑用有限元空间 Vh 代替广义解空间 V 所产生的误差. 之

前我们在第三章中已经证明如下定理:

Theorem 1. (Cea 引理) 抽象变分问题 (W ) 的解 u 与离散抽象变分

问题 (Wh) 解 uh, 满足

||u− uh||V ≤ C inf
v∈Vh

||u− v||V

这个定理说明, 我们后面可以通过研究插值误差估计, 直接得到有限元

解的误差

1 一维分片线性插值误差估计

假定区域 I = [a, b] 划分为: a = x0 < x1... < xN = b.

设 u ∈ H2(I) ↪→ C1(Ω) . 目标是估计 ||u −
∏

u|| (包括 L2, H1 范数),

其中
∏
是插值算子.

记 e(x) = u(x)−
∏

u(x) , 想估计
∑N

i=1

∫ xi

xi−1
e2dx,

∑N
i=1

∫ xi

xi−1
(e′)2dx.

思路是:
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1. 将区间 Ii = [xi−1, xi] 变换到 [0, 1] , 在 [0, 1] 上用高阶半范数估计低阶

半范数.

2. 变换回原区间, 算出变换前后的半范数关系, 进而求出插值误差和尺

度的关系.

(1) 首先, 引入长度坐标 (λ1, λ2) :

λ1 =
x− xi−1

xi − xi−1

△
= λ, λ2 =

xi − x

xi − xi−1

则 e(x) → ê(λ), λ ∈ [0, 1] .

由 e(xi−1) = e(xi) = 0 知 ê(0) = ê(1) = 0 , 且 e(x) ∈ C1[xi−1, xi] 说明

ê(λ) ∈ C1[0, 1] . 从而, 根据 Rolle 中值定理: ê′(λ0) = 0(λ0 ∈ (0, 1)). 于是

|ê′(λ)| = |
∫ λ

λ0

e′′(τ)dτ |

≤
∫ 1

0

|ê′′(τ)|dτ

≤ (

∫ 1

0

12dτ)
1
2 (

∫ 1

0

|ê′′(τ)|2dτ)
1
2

= (

∫ 1

0

|ê′′(τ)|2dτ)
1
2

进而可知半范数关系

|ê|H1[0,1] ≤ |ê|H2[0,1]

同理可知 ||ê||L2[0,1] ≤ |ê|H1[0,1].

(2) 从标准区间回到原区间. (记 hi = xi − xi−1, Î = [0, 1])

ê′(λ) = e′(x)
dx

dλ
= hie

′(x)

ê′′(λ) = h2
i e

′′(x)
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而

||ê||2
L2(Î)

=

∫ 1

0

(ê(λ))2dλ = (hi)
−1

∫ xi

xi−1

(e(x))2dx

因此有

|ê|2
H1(Î)

= hi|e|2H1(Ii)

|ê|2
H2(Î)

= h3
i |e|2H2(Ii)

= h3
i |u|2H2(Ii)

故

||e||2L2[a,b] =
N∑
i=1

||e||2L2(Ii)

=
N∑
i=1

hi||ê||2L2(Î)

≤
N∑
i=1

hi|ê|2H2(Î)

=
N∑
i=1

h4
i |u|2H2(Ii)

≤ h4|u|2H2[a,b]

其中 h = max
i

{hi} . 从而得到 (I = [a, b])

||e||2L2(I) ≤ h2|u|H2(I)

同理

|e|2H1(I) ≤ h|u|H2(I)

||e||2H1(I) ≤
√
2h|u|H2(I)

综上有如下定理:
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Theorem 2. 对于一维分段线性插值, 如果 u ∈ H2(I) , 则

||u−
∏

u||L2(i) ≤ h2|u|H2(I)

||u−
∏

u||H1(I) ≤
√
2h|u|H2(I)

更一般的

Theorem 3. 对于一维分段 k 次多项式插值, 如果被插函数 u ∈

Hk+1(I) , 记
∏

u 是 u 的分片 k 次插值多项式, 在 I 上有连续 l− 1 阶

导数, Ī 上有 l 阶分片连续导数, 则

||u−
∏

u||Hs(I) ≤ Chk+1−s|u|Hk+1(Ω), 0 ≤ s ≤ min(k + 1, l)

Note. l = 1: Lagrange 插值 (s ≤ 1); l = 2: Hermite 插值 (s ≤ 2) □

2 二维三角形单元分片线性插值误差估计

设 u ∈ H2(Ω) , 剖分 Ω =
⋃
I

Ki. 我们的目标主要是估计 ||u−
∏

u||H1(Ω)

在一维情形,根据 Sobolev嵌入定理有 H2(I) ↪→ C1(I) ,从而成立 Rolle

中值定理. 但二维情形 (n = 2) 下, H2(Ω) ↪→ Cm−[n
p
]−1(Ω̄) = C0(Ω̄) , 不再

能用 Rolle 中值定理对偏导数进行估计. 这里, 我们引入 Sobolev 空间中的

等价范数定理.
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Theorem 4. (等价范数定理) 设 l1, l2, · · · , lm 是一列 Hk(Ω) 有界线

性泛函, 它们作用于任一次数 ≤ k − 1 的非零多项式时值不全为 0. 那

么 ||u||Hk(Ω) 范数等价于范数 |u|Hk(Ω) +
∑m

i=1 |li(u)|

下面开始进行误差估计, 思路也和一维情形比较类似:

1. K̂ 上用 |ê|H2(K̂) 控制 |ê|H1(K̂)

2. 回到 K 上, 找到 ||e||H1(K), |e|H2(K)

(1) 首先, 引入记号:

û(λ1, λ2, λ3) := u(x, y),其中x =
3∑

i=1

xiλi, y =
3∑

i=1

yiλi

∏̂
û :=

3∑
i=1

û(P̂i)λi

注意到它和 K 上的
∏

u =
∑3

i=1 u(Pi)λi(x, y) 一一对应. (标准三角形单元

K̂ 就是三顶点为 P̂1(0,0), P̂2(1,0), P̂3(1,1) 的三角形)

Lemma 1.
∏̂

u =
∏̂
û

Proof. ∏̂
û(λ1, λ2, λ3) =

3∑
i=1

û(P̂i)λi.

而 ∏
u (x, y) =

3∑
i=1

u(Pi)λi(x, y)

∏̂
u(λ1, λ2, λ3) =

3∑
i=1

u(Pi)λi
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显然, û(P̂i) = u(Pi)(因为 (xP , yP ) = (
∑3

i=1 xiλ
P
i ,

∑3
i=1 yiλ

P
i )), 因此结论成

立. □

Theorem 5. 设 û ∈ H2(K̂) , 则 ||ê||H2(K̂) ≤ C|ê|H2(K̂)

Proof. 定义 H2(K̂) 上的泛函 li, i = 1, 2, 3,

li(û) = û(P̂i)

由嵌入定理H2(K̂) ↪→ C0(K̂) ,从而 |li(û)| = |û(P̂i)| ≤ max
K̂

|û| ≤ C||û||H2(K̂).

这样说明了 li 是有界线性泛函.

可知 li 作用于非零线性多项式 v̂ 上不全为 0, 因为如果:

l1(v̂) = l2(v̂) = l3(v̂) = 0

即

v̂(P̂1) = v̂(P̂2) = v̂(P̂3) = 0

可参考之前第四章中因子分解方法 (比如证明有限元插值解唯一存在性),

不难说明 v̂ ≡ 0 , 矛盾.

由此, ∀w ∈ H2(K̂), 由等价范数定理

||w||H2(K̂) ≤ C(|w|H2(K̂) +
3∑

i=1

|li(w)|)

代入 w = ê . 注意 e(x) = u(x)−
∏

u(x) ,由前述引理 ê = ̂u−
∏

u = û−
∏̂
û

, 自然 ê(P̂i) = 0 . 因此
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||ê||H2(K̂) ≤ C(|ê|H2(K̂) +
3∑

i=1

|li(ê)|)

= C(|ê|H2(K̂) +
3∑

i=1

|ê(P̂i)|)

= C|ê|H2(K̂)

证毕. □

(2) 分析 K 上范数和 K̂ 上 (半) 范数的关系. 设 K 如下图所示

P1 P2

P3

θ1 θ2

θ3

h3

h1h2
θ1 ≤ θ2 ≤ θ3
h1 ≤ h2 ≤ h3 = hK

Lemma 2. 设 u ∈ H2(K), 0 ≤ s ≤ 2

|u|Hs(K) ≤ C
h1−s
k

sins θ1
|û|Hs(K̂)

|û|Hs(K̂) ≤ C
hs−1
k

sins−1 θ1
|u|Hs(K)

Proof. 其实就是一些初等的计算. 注意坐标变换关系 (λ1 + λ2 + λ3 = 1)
x =

3∑
i=1

xiλi = (x1 − x3)λ1 + (x2 − x3)λ2 + x3

y =
3∑

i=1

yiλi = (y1 − y3)λ1 + (y2 − y3)λ2 + y3
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λ1 =

(y2 − y3)(x− x3)− (x2 − x3)(y − y3)

2△K

λ2 =
(y3 − y1)(x− x3)− (x3 − x1)(y − y3)

2△K

其中 △K 为三角形有向面积 (后续为方便, 假定定向为正, 即三顶点按照逆

时针排列). 可知

∂(x, y)

∂(λ1, λ2)
=

∣∣∣∣∣∣x1 − x3 x2 − x3

y1 − y3 y2 − y3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2△K

∫
K

|u(x, y)|2dxdy =

∫
K̂

|û(λ1, λ2)|22△Kdλ1dλ2 ≤ h2
K

∫
K̂

|û(λ1, λ2)|2dλ1dλ2

即 |u|H0(K) ≤ ChK |û|H0(K̂) . 再看 |u|H1(K) :

∫
K

|∇u|2dxdy =

∫
K̂

|( ∂u
∂λ1

, (
∂u

∂λ2

)

∂λ1

∂x
∂λ1

∂y

∂λ2

∂x
∂λ2

∂y

 |22△Kdλ1dλ2

=
1

2△K

∫
K̂

|( ∂u
∂λ1

, (
∂u

∂λ2

)

y2 − y3 x3 − x2

y3 − y1 x1 − x3

 |2dλ1dλ2

=
1

2△K

∫
K̂

((y2 − y3)uλ1 + (y3 − y1)uλ2)
2 + ((x2 − x3)uλ1 + (x3 − x1)uλ2)

2dλ1dλ2

≤ 1

△K

∫
K̂

h2
1u

2
λ1

+ h2
2u

2
λ2
dλ1dλ2 (利用 (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2))

≤ h2
K

△K

∫
K̂

u2
λ1

+ u2
λ2
dλ1dλ2

而 (根据正弦定理有 h1

sin θ1
= h2

sin θ2
)

△K =
1

2
sin θ1h1h3 =

sin2 θ1
2 sin θ3

h2
3 = C sin2 θ1h

2
K
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故代入后得到

|u|2H1(K) ≤
1

C sin2 θ1
|u|2

H1(K̂)

即有

|u|H1(K) ≤ C
1

sin θ1
|u|H1(K̂)

余下的证明感兴趣的可自行计算, 在此省略. □

由上述引理, 我们不难得到三角单元分片线性插值误差估计结果

Theorem 6. 设被插函数 u ∈ H2(Ω) , 三角形最小内角为 θ, h =

max
K

{hK}, 0 ≤ s ≤ 1 (Ω 有界). 则

||u−
∏

u||Hs(Ω) ≤
C

sins+1 θ
h2−s|u|H2(Ω)

Proof. 实际上, 我们只需要在 Ω 剖分的每个小三角形 K 上证明有半范数

的控制

|e|Hs(K) ≤
C

sins+1 θ
h2−s|e|H2(K)

其中 e = u−
∏

u . 注意到由于是线性插值, 有 |u|H2(K) = |e|H2(K)

|e|Hs(K) ≤ C
h1−s

sins θ
||ê||Hs(K̂)

≤ C
h1−s

sins θ
||ê||H2(K̂)

定理 5
≤ C

h1−s

sins θ
|ê|H2(K̂)

≤ C

sins+1 θ
h2−s|e|H2(K)

证毕. □
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最后, 给出具有一般性的二维插值逼近定理.

Theorem 7. 设 Ω 充分光滑, u ∈ Hk+1(Ω) . 将 Ω 划分为有限个边

界充分光滑的单元 K1, ..., Kn, 记 hi: 单元直径, ρi: 含于 Ki 内的最大

圆直径. 假定剖分是正规的, 即 ∃σ > 0 当剖分加密时总有 max
σ

hi

ρi
≤ σ

(直观看, 就是不会有那种很扁的三角形).

如果
∏

u 为 u 的分片插值不超过 k 次多项式, 在 Ω̄ 上有 l− 1 阶连续

导数和 l 阶分片连续导数, 则:

|u−
∏

u|Hs(Ω) ≤ Chk+1−s|u|Hk+1(Ω), 0 ≤ s ≤ min(k + 1, l)

Note. 顺带一提 Nitsche 对偶方法 (之前在第一章中已经在一维情形用

过), 在假定已经取得了 H1 范数的估计 ||u− uh||H1(Ω) = Chk|u|Hk+1(Ω) 可以

对 L2 范数做出精确的估计:

||u− uh||L2(Ω) = O(hk+1)

考虑辅助问题 −∆φ = u− uh inΩ

φ|∂Ω = 0

||u− uh||2L2(Ω) = (u− uh,−∆φ)
Green I 积分公式
=========== (∇(u− uh),∇φ)

= a(u− uh, φ)
误差方程
====== a(u− uh, φ−

∏
φ)

≤ ||u− uh||H1(Ω)||φ−
∏

φ||H1(Ω)

≤ Chk|u|Hk+1(Ω)h|φ|H2(Ω) = Chk+1|u|Hk+1(Ω)|φ|H2(Ω)

且 |φ|H2(Ω) = | − ∆φ| ≤ C||u − uh||L2(Ω). 便有 ||u − uh||L2(Ω) ≤

Chk+1|u|Hk+1(Ω) □
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3 有限元空间的反估计式简介

通常而言, 区域有界时, 低阶模可以用高阶模进行控制, 而反之一般不

成立.

不过, 有限元空间是有限维的, 因此能够考虑用高阶模估计低阶模, 称

为反估计 (有限元空间的特有性质). 注意反估计式中的常数 C 通常依赖于

网格的尺度.

Example 1. I = [0, h], 有限元空间采用 P 2 . 对 u ∈ P 2(I), 设

u(x) = ax2 + bx+ c , 计算可得反估计:

|u|H2(I) ≤
2
√
3

h
|u|H1(Ω)
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