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1 n 维椭圆问题

Example 1.

(PnD)


−∆u = f, inΩ

u|Γ0 = 0,
∂u

∂ν
|Γ1 = g (∂Ω = Γ0 ⊔ Γ1)

求变分问题,

1. Γ0 ̸= ∅: 令 V = {v ∈ H1(Ω) : v|Γ0 = 0}, 记

a(u, v) := (∇u,∇v) =

∫
Ω

∇u · ∇vdΩ

F (v) :=

∫
Ω

fvdΩ +

∫
Γ1

gvds

则 (W )Findu ∈ V s.t. a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V

2. Γ0 = ∅: 令 V = {v ∈ H1(Ω) : v̄ = 1
m(Ω)

∫
Ω
vdΩ = 0}. 变分形式与

上面相同.
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2 线性弹性问题

先简单介绍一下物理背景 (图来自于 Johnson 教材 5.1 节).

考虑一个空间中的各向同性的弹性体, 边界分为 Γ1,Γ2 两部分, 其中 Γ2

是固定的. 弹性体的载荷力分为 volume load f = (f1, f2, f3) ,以及 boundary

load g = (g1, g2, g3) .

我们想要求偏移量 u = (u1, u2, u3)
T , 其中 ui 为 xi 方向的偏移量, 以及

对称应力张量矩阵 σ(u) = (σij)i,j=1,2,3 (对角线为法向应力, 其余为剪切应

力) .

定义形变矩阵 ϵ(u) = (ϵij(u))i,j=1,2,3,

ϵij(u) =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
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Example 2. (线性弹性问题)

平衡方程−
∑
j

∂σij

∂xj

= fi, inΩ

胡克定律 : σij = λ divu δij + µϵij(u), inΩ

u = 0, onΓ2∑
j

σijνj = gi, onΓ1

注: 其中, ν = (νj) 是单位外法向.

为方便起见, 引入记号: v,j =
∂v
∂xj

, j = 1, 2, 3 . 另外, 注意到利用应力张

量矩阵的对称性有
∑

i,j σijϵij(v) =
1
2

∑
i,j(σijvi,j +σjivj,i) =

∑
i,j σijvi,j

∫
Ω

∑
i

fividΩ = −
∫
Ω

∑
i,j

σij,jvidΩ

=

∫
Ω

∑
i,j

σijvijdΩ−
∫
∂Ω

∑
i,j

σijviνjds

=

∫
Ω

∑
i,j

(λ divu δij + µϵij(u))ϵij(v)dΩ−
∫
Γ1

∑
i

vigids

= λ

∫
Ω

divu divvdΩ + µ

∫
Ω

∑
i,j

ϵij(u)ϵij(v)dΩ−
∫
Γ1

∑
i

vigids

因此令 V = {v ∈ H1(Ω) : v|Γ2 = 0}, a(u, v) = λ
∫
Ω
divu divvdΩ +

µ
∫
Ω

∑
i,j ϵij(u)ϵij(v)dΩ, L(v) =

∫
Ω

∑
i fividΩ+

∫
Γ1

∑
i givids, 得变分问

题

(W )Find u ∈ V s.t. a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V

有限元形式: Vh = {v ∈ (H1(Ω))3 : v ∈ (P 1(K))3, ∀K; v|Γ2 = 0}.

(Wh)Find uh ∈ Vh s.t. a(uh, v) = F (v), ∀v ∈ Vh
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3 Stokes 流体问题

Example 3. 
− µ∆ui +

∂p

∂xi

= fi, i = 1, 2, 3

divu = 0 inΩ (不可压性)

u = 0 onΓ

∫
Ω

fividΩ = µ

∫
Ω

−∆uividΩ +

∫
Ω

∂p

∂xi

vidΩ

= µ

∫
Ω

∇ui · ∇vidΩ− µ

∫
∂Ω

vi
∂ui

∂ν
ds+

∫
∂Ω

pviνids−
∫
Ω

pvi,idΩ

两边对 i 求和并利用边界条件以及散度为 0 条件,

3∑
i=1

∫
Ω

fividΩ = µ

∫
Ω

3∑
i=1

∇ui · ∇vidΩ

因此, 令 V = {v : v ∈ (H1
0 (Ω))

3, divv = 0}, a(u, v) = µ
∫
Ω

∑3
i=1 ∇ui ·

∇vidΩ, F (v) =
∫
Ω

∑3
i=1 fividΩ, 变分问题:

(W )Find u ∈ V s.t. a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V

Note. 我们知道, 光滑向量场 v 是无源场, 当且仅当 v 在任何一点局部存

在向量势, 即 divv = 0 ⇐⇒ ∃向量场ϕ, v = rotϕ.

这样我们可将 Vh 写为 {v ∈ V : ∃ϕ ∈ 有限维空间Wh ⊂ H2
0 (Ω) s.t. v =

rotϕ}

不过, 这样子仍不好构造出空间中得一组基函数. 日后学习了一些非协

调有限元方法等会再来看这个例子 (不可压性条件可以不显式体现于 V 的

定义中) □
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